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Capitulo 1

Redes

Grafo
Denomina-se grafo um conjunto de pontos, chamados nés, conectados entre si por
linhas chamadas arcos, como exemplificado no desenho abaixo:

(—

)

Os circulos sdo denominados nods e as linhas sdo denominadas de arcos.

5

Rede

E um grafo com algum tipo de fluxo fluindo entre os nés através dos arcos.

Ex: Uma rede de estradas (arcos) unindo varias cidades (nés). O conjunto de vei-
culos andando nas estradas é o fluxo que flui na rede.

1.1 O problema do Fluxo Maximo

Um dos problemas mais comuns a serem resolvidos em redes é determinar o fluxo
maximo que pode fluir em determinada rede.

O exemplo a seguir ilustra este tipo de problema.

A rede a seguir ilustra a captacédo de agua de um determinado manancial até um
grande reservatorio de distribuicao.



2 Redes

O no inicial 1 é chamado de né origem ou né fonte. O né final 6 é chamado de né
destino ou n6 sumidouro. Existem 10 arcos na rede sendo que podemos representar
os arcos de 2 formas diferentes:

e (noé inicial, no6 final): (1, 2); (1, 3); (2, 3); etc... ou
e (no inicial-né final): (1 — 2); (1 — 3); etc...

Os nameros em cima de cada arco dao a Capacidade do arco, ou seja, o fluxo
maximo que pode passar no arco. Assim, por exemplo, no arco (3 — 4), o n2 5 é

a indicacdo de que sua capacidade é de 5 litros/segundo sendo esta, a quantidade
maxima de agua que pode passar naquele trecho de encanamento (arco).

O problema que queremos resolver é achar o fluxo maximo, em litros/seg, que pode
ser levado do né 1 ao né 6.

Antes de comecarmos a ver como resolver o problema vamos estabelecer pré-requisitos
que, embora normalmente néo explicitados, fazem parte do problema. Sao eles:

e Todos os arcos sdo direcionados, ou seja, no arco (2 — 3), por exemplo, o fluxo
s6 pode passar no sentido 2 = 3.

e Assume-se conservacdo de fluxo, ou seja, todo fluxo que chega a um né, saira
dele.

Antes de prosseguir vamos definir o que vem a ser um caminho em uma rede:
Caminho é uma sequéncia de arcos em uma rede que vao do né origem ao né
destino. Por exemplo, na rede acima, (1 — 2), (2 — 4), (4 — 6) é um caminho.

1.2 Formulacao como um modelo classico de P.Linear

Este tipo de problema pode ser equacionado como um modelo de Programacao Li-
near.

Como variaveis de decisao teriamos:

f = fluxo que vai passar do n6 1 ao né 6.

fi; = fluxo que vai passar no arco (i — j).
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O modelo fica como:
(MAX)Z = f
s.a.
fiz+ fis=f @61)
Ja6 + fs6 = f (06 6)
fiz2 = fas + faa + f2s (06 2)
fiz + fa3 = fsa + fss (06 3)
f16 = faa + fsa + f54 (6 4)
f35 + fas = fsa + fs6 (M6 5)
Ji12 <6 fi3 <8
J23 <2 fou < 4
Jas <1 f34 <5
JFas <3 fie <8
Jsa <4 fs56 <9
fy fi; 20

Poderiamos usar o Simplex, mas existem algoritimos mais rapidos para se resolver
este tipo de problema.

1.3 Técnica da Rotulacao

O algoritimo chamado de “T'écnica da Rotulacdo” é um dos mais usados para resol-
ver problemas de fluxo maximo.
As etapas do algoritimo baseado no quadro que veremos mais adiante, sdo:

Seja g;; a capacidade mostrada no quadro para o arco (i — j). No quadro inicial g;;
vai ser exatamente a capacidade do arco.

1. No estagio 1, comecando pela 12 linha do quadro, ou seja a que representa o né
origem, procuramos as colunas que tem g;; > 0. Para estas colunas fazemos,
nas linhas correspondentes, §; = g;; e v; = 1.
~; vai representar sempre o né de onde se veio para chegar a j.

2. Comecando pelo menor né rotulado no estagio anterior, procuramos os g;; nas
quais a linha j ainda néao tenha sido rotulada. Fazemos entéo:
d; = Min(gs;, 4;)
Y=t
Apos esta etapa ter sido feita para todos os nés rotulados no estagio i — 1 encer-
ramos o estagio ¢. Passamos entéo ao estagio ¢ + 1 e repetimos esta etapa 2.
Esta etapa 2 sera encerrada por uma de 2 condicdes:
a) ou o no6 destino foi rotulado.
b) ou é impossivel prosseguir com a etapa 2 e o né destino néo foi rotulado.

3. Se é impossivel prosseguir (caso b) ir para a etapa 7.

4. Se o n6 destino foi rotulado, existe um caminho onde é possivel passar fluxo do

n6 origem ao né destino. O fluxo que € possivel passar € igual 20 d,,5 Jestino -
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5. Usando os «; é possivel encontrar este caminho.
Para os arcos (i — j) do caminho, subtrair &
Para os arcos inversos (j — i) somar 4
Os g;; ndo modificados sdo mantidos.

n6 destino de gi;.

né destino & 9ij-

6. Com o novo quadro construido voltar a etapa 1.

7. O fluxo maximo é a soma dos g;; da linha do né destino. O fluxo que passa em
cada arco (i — j) é a diferenca entre os g;; dos quadros inicial e final.

Exemplo de aplicacao da Técnica de Rotulacao

Vamos aplicar o algoritimo ao nosso exemplo da rede de captacédo de agua.

O quadro inicial é construido colocando-se em cada arco (i — j) a capacidade dele
quando o arco existe e zero quando nio existe. Temos entio:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
11-16]810|0]0] ¢ % —
2|0-1214]1]0
3|10]0|-|5|3]|0
41000 -]10]8
5[0[0|0]|4]-19
6[0[0|JO0OJO]O]-

Na etapa 1 comecamos “varrendo” a linha correspondente ao né origem (1 no exem-
plo) procurando g;; maiores que zero. Encontramos oné 2 com g, = 6 e o n6 3 com
g13 = 8. Na linha 2, correspondente ao né 2, fazemos o, = 6 e -, = 1. Gama (v)
sempre indica de onde viemos para chegar aquele n6. Na linha 3, correspondente
ao no 3, fazemos d3 = 8 e v3 = 1. Como “varremos” a linha 1 (né6 origem), estamos
no estagio 1. O nosso quadro, fica como:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
11-16]8|0|0]0] ¢ % —
2|0|-|2|4]1]0] 6 1 1
3|0]0|-|5|3|0] 8 1 1
41000 -]10]8
5[0[0]0]|4]|-19
6[0(0|JO0OJO]O]-

Devemos agora passar para o estagio ¢ + 1 ou seja para o estagio 2. Neste estagio
vamos “varrer” todos os nés rotulados no estagio 1, ou seja as linhas 2 e 3 corres-
pondentes aos nés 2 e 3.

Iniciando pela linha 2, podemos observar que pode-se passar fluxo para o né 3 pois
g23 = 2. No entanto o né 3 ja esta rotulado e ndo podemos rotula-lo novamente.
Pode-se também passar fluxo para o n6 4 pois g4 = 4. Para rotular a linha (n6)
4 temos: 4 = Min(ga4,02) = Min(4,6) = 4. O 4 é 2 (n6 de onde vim) e o
estagio igual a 2. Do né 2 podemos ainda rotular o né 5 pois gos = 1. Temos
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05 = Min(gz2s5,02) = Min(1,6) = 1. O 5 é 2 (n6 de onde vim) e continuamos no
estagio 2.

Repare que nao acabamos o estagio 2 pois ainda ndo “varremos” a linha (né) 3 que
também foi rotulada no estagio 1. Um estagio s6 acaba quando todas as linhas
(noés) rotuladas no estagio anterior forem “varridas”.

Varrendo a linha 3 observamos que poderiamos rotular as linhas (nés) 4 e 5 mas
ambas ja foram rotuladas. Acabamos o estagio 2 e o né destino néo foi ainda rotu-
lado. Temos que ir para o estagio 3 e o nosso quadro tem agora a seguinte aparén-
cia:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-16]|8[0|0]0] 6 % —
210]|-1214]|1|0]| 6 1 1
3|0|O0|-|5]3]0] 8 1 1
410]0]10]-]0]|8] 4 2 2
5([0[0]0]|4]|-]19]| 1 2 2
6[{0[0|JOJO]O]-

Comecamos o estagio 3 varrendo o né (linha) 4. Do né 4 Podemos ir para o né 6
sendo que o dg sera igual ao Min(g4e, d4) ou seja o Min(8,4) = 4. Como viemos do
no 4, o ¢ € igual a 4 e o estagio 3.

Nosso quadro tem agora a seguinte forma:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|]-16]8|10]0]0]6 0% —
2(0|-|2|4]1]0]|6®6 1 1
3|0|0|-15]3]|]0]8 1 1
41000 -]0|8]4 2 2
5([0[0]0]4]|-]19]|1 2 2
6|l0JO0|JO]JO]|O|-|4 4 3

Como rotulamos o né destino (6), existe um caminho para passar uma quantidade
de fluxo. Que quantidade é esta ? E o valor do dg, ou seja, do 6, 5 destino:

Para encontrar este caminho vamos do né destino para tras usando os ~; para
encontrar os arcos do caminho. Assim se ~g é igual a 4, significa que chegamos ao
no 6 vindo do n6 4. Na matriz vamos subtrair 4 (= d¢) do arco (4 — 6) e somar este
valor ao arco inverso (6 — 4).

Para chegar ao n6 4, olhamos o «4. Como ele é igual a 2 significa que viemos do né
2. Subtraimos entéo 4 (= d¢) do arco (2 — 4) e somamos no arco inverso (4 — 2).
Para chegar ao n6 2 viemos do né 1 (veja o v,). Subtraimos 4 (= d¢) do arco (1 — 2)
e somamos este valor ao arco inverso (2 — 1).

Os valores que sofreram alteracdo estdo marcados e os demais ficam inalterados.
Nosso quadro, pronto para comecar a 22 iteracéo, fica como:
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1|23 4]|5]| 6 | Réotulos | Estagio
1| -|(2/]|8] 00| O] ol —
2114/ -12]0/]l1] 0O
3|00 ]|-|51]3]60
41 0 [[4/]0] —]10][4]
5/010]0|4]|-19
61 0]0]|0]||4]|O0] -

Comegamos a 22 iteracdo varrendo o né origem (né 1) procurando g;; maiores que
0. Vemos que podemos ir para o né 2 com 2. Logo fazemos d, = 2, v, = 1 e estagio
igual a 1.

Ainda no estagio 1, podemos ir do n6 1 para o né 3 e rotulamos este né fazendo
03 = 8, v3 = 1 e estagioigual a 1.

Como do n6 origem ndo podemos rotular mais nenhum né, acabamos o estagio 1.
Nosso quadro esta como:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
11-12]8|0|0]0] 6 % —-
2|14|-12|0|1|0] 2 1 1
3|0|0|-|5]3]0] 8 1 1
410|4]0]-]0|4
5[0[0|0]|4]|-19
6[0(0|0]4]0]-

No estagio 2 temos que varrer os nds rotulados no estagio 1. Assim, comecamos
examinando o n6 2. Deste n6é podemos ir para o n6 1 mas ele ja esta rotulado (d e v
também sio rotulos). Podemos ir para o né 3 mas ele também ja esta rotulado.
Podemos, no entanto, ir para o n6 5. Os rétulos no né 5 serao:

d5 = Min(gos, 62) = Min(1,2) = 1.

vs = 2 e estagio = 2.

Como do né 2 ndo podemos ir para mais lugar algum vamos examinar o né 3 que
também foi rotulado no estagio 1. Do né 3 podemos ir para o n6 4 sendo que os
rétulos dele seréo:

d4 = Min(gs4, d3) = Min(5,8) = 5.

v+ = 3 e estagio = 2.

Como néo podemos ir para mais lugar algum encerramos o estagio 2 e vamos co-
mecar o estagio 3. Nosso quadro esta como:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1]1-12]8|0|0]0] 6 % —
214|-12]10]1]0] 2 1 1
3|0|O0|-|5]3]0] 8 1 1
4104 ]|0|-]0]|4]| 5 3 2
5010|014 -19]| 1 2 2
6|l0l0|O]4]0]-
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Vamos iniciar o estagio 3 varrendo os nés rotulados no estagio 2 (nés 4 e 5). No
passo anterior (estagio 2) o né 5 foi rotulado antes do que o n6 4. Temos que man-
ter esta sequéncia na varredura deles no estagio ? Ndo. Devemos fazer a varredura
sempre na ordem numérica dos nés.

Desta forma comecamos examinando o n6 4. Do né6 4 podemos rotular o n6 2 mas
ele ja esta rotulado. Podemos também rotular o né 6 que tera os seguintes roétulos:
d¢ = Min(gye,d4) = Min(4,5) = 4.

ve = 4 e estagio = 3.

Como rotulamos o né destino, terminamos a 22 iteracdo e nosso quadro se apre-
senta como:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1]1-12]810]0]0]56 0% —
214|-1210]11]101]2 1 1
3|0|0|-|5]3]0]8 1 1
410(4|0]-]0]|4]|5 3 2
5([0[0]0]4]|-]19]|1 2 2
6(0|]0]J0]4]|0]|-1|4 4 3

Temos que achar o caminho em que foi possivel passar 4 (= d¢) de fluxo. Mais uma
vez, usando os v; podemos encontrar este caminho.

Para chegar ao n6 6 viemos do né 4 (= ~g). Subtraimos entdo 4 (= d¢) do arco
(4 — 6) e somamos no arco inverso (6 — 4).

Para chegar ao né 4 viemos do né 3 (= ~,4). Subtraimos 4 (= dg) do arco (3 —4) e
somamos no arco (4 — 3).

Para chegar ao n6 3 viemos do n6 1 (= ~3). Subtraimos 4 (= dg) do arco (1 — 3) e
somamos no arco (3 — 1).

Mantendo os demais valores inalterados temos o quadro pronto para comecar a
32 iteracdo:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|1-12]410|0]0] 6 % —
214|-12|0|1|O0
3|4|0|-111]3]0
410]|414]1-1010
5([0[0|0]|4]|-1]9
6[0l0|O|8]0]-

No estagio 1 podemos, do né 1, rotular os nés 2 e 3. Os rétulos ficam como:
b2 =2 e v =1.

03 =4 e v3 = 1.

Temos entao:
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No estagio 2, do n6 2 s6 podemos rotular o né 5. Seus rétulos serio:
55 = Min(g25, (52) = Mln(]_, 2) =1.
v5 = 2 e estagio = 2.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1[-|12|4]0]0]|0] ¢ % —
2|14|-12|0|1|0] 2 1 1
3|4|0|-]11]|3|0]| 4 1 1
4104]4]-10]0
5[0[0]0]|4]|-19
6[0[0|O0|8]0]-

Do né 3 podemos rotular o né 4 como:

54 = Min(g34, 63) = Mln(]_, 4) =1.
v+ = 3 e estagio = 2.
Temos entao:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-12]410|0]0] 6 % —
214]|-12]10]1]0]| 2 1 1
31410|-11|3]|0]| 4 1 1
410|414 ]1-10]0] 1 3 2
5[0[0]0]|4]|-]19]| 1 2 2
6[0l0|O|8]|]0]-

No estagio 3, ndo podemos rotular ninguém a partir do n6é 4 mas do né6 5, podemos

rotular o no6 6. Seus rétulos sio:
56 = Min(g56, 55) = Mln(9, ]_) =1.
Y6 = 5 e estagio = 3.

Temos:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|1-12]410]0]0]56 0% —
214|-1210]11]101]2 1 1
314]|1]0|-11]|3|01|4 1 1
4101414 ]1-]0]0]|1 3 2
5([0[0]0]4]|-]19]|1 2 2
6(0|]0]J0|8|0]|-]1 5 3

Como rotulamos o né destino, temos que encontrar o caminho onde se passou 1

(= 6¢) de fluxo.

Para chegar a 6, viemos do né 5. Subtraimos 1 do arco (5 — 6) e somamos em
(6 — 5). Para chegar a 5 viemos do n6 2. Subtraimos 1 de (2 — 5) e somamos em
(5— 2). Para chegar ao n6 2 viemos do né 1, logo subtraimos 1 de (1 — 2) e somamos

a@2-1).
Mantendo os demais valores, temos o quadro pronto para a 42 iteracéo:
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112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|[-|1]4]0]|]0]|0] o % —
2|5-12]10]0]O0
3|4|0|-111]3]60
4104]4]-10]0
5[0[1]0]|4]|-1|8
6[0(0|0O|8]|1]-

No estagio 1, os nés 2 e 3 sdo rotulados ficando como:

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|1-11]4|10|0]0] ¢ ol —-
2|5|-12]10]0]0f 1 1 1
3[4|0|-]11]|3|0]| 4 1 1
410|4]4]-1]10]0
5[0[1]0]|4]|-1|8
60|00 |8]|1]-

No estagio 2 do n6 2 ndo podemos rotular qualquer outro né mas do né 3 podemos
rotular o n6 4 com:

04 = Min(gs4,03) = Min(1,4) = 1.

v+ = 3 e estagio = 2.

Também do né 3 podemos rotular o né 5:

d5s = Min(gss, d3) = Min(3,4) = 3.

v5s = 3 e estagio = 2.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-11]410|0]O0] 6 % —
215|-12]10]0]0] 1 1 1
31410|-11|3|0]| 4 1 1
4104 |4]-]0]0| 1 3 2
5([0[1]0]|4]|-|8] 3 3 2
6|l0l0|O|8]|1]-

No estagio 3, do n6 4 néo se rotular ninguém mas do né 5 podemos rotular o né 6
como:

66 = Min(g56, 55) = Mln(S, 3) = 3.

Y6 = 5 e estagio = 3.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-11]410]0]0]56 0% —
2(5-12]0]0]0|1 1 1
3|1410|-]1|3]0]4 1 1
410|1414|-]10]0]1 3 2
5/10|1]0]4]-18]3 3 2
6[0[0]O 1(-13 5 3
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Conseguimos passar 3 de fluxo (= d¢). Fazemos o procedimento mais uma vez para
encontrar o caminho. Para chegar a 6 viemos do n6 5. Assim sendo, subtraimos 3
de (5 — 6) e somamos 3 a (6 — 5). Para chegar a 5 viemos do n6 3. Subtraimos 3
de (3 — 5) e somamos a (5 — 3). Para chegar a 3 viemos do n6 1. Subtraimos 3 de
(1 - 3) e somamos a (3 — 1).

Mantendo inalterados os demais valores temos o quadro para comecar a 52 iteracéo.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|[-|1]1]0]|0]|O0O] ¢ % —
2|5|1-12|10(0|O0
3|7]10|-|1(0}|O
410|4|4|-|0|O
5|0|1|3|4|-1|5
6|0|]0|0|8|4]|-

No estagio 1 rotulamos os nés 2 e 3.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-]1|1]0|0|O] & ~ —
2|5|1-12]10|0|O0] 1 1 1
3|7]10|-|1|0|O0] 1 1 1
410|4|4|-|0}|O
5|0|113|4|-1|5
6|0]0|0|8]|4]|-

No estagio 2 do né 2 nao rotulamos ninguém mas do né 3 podemos rotular o né6 4
como:

64 = Min(gg4, 53) = Mln(l, 1) = 1.

v+ = 3 e estagio = 2.

112]|3|4]|5]|6 | Rotulos | Estagio
1|-]11]1(0|0]O] 6 % —
2|151-12|0|0]0] 1 1 1
3|7]10|-]1]0]O0| 1 1 1
410|414 ]-10]0] 1 3 2
5(0[1]3]|]4]|-1]5
6[0[0]O 4| -

No estagio 3, tenho o n6 4 para varrer mas do né 4 nio consigo rotular mais nin-
guém. O algoritimo chegou ao final pois néo conseguimos em uma iteracdo (52 no
exemplo) rotular o né destino (né6 6).

Qual o fluxo méximo que pode ser levado do né 1 ao né 6 ? E a soma dos valores
que aparecem no ultimo quadro na linha do né 6, ou seja 8 + 4 = 12.
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A resposta acima leva, imediatamente, a outra pergunta: Como este fluxo maximo
se distribui pelos arcos da rede ?

O fluxo que passa em cada arco é igual a diferenca entre o valor da capacidade
do arco (valor que aparece no quadro inicial) e o valor que aparece para o arco no
altimo quadro do algoritimo. Temos entéo:

Arco | Fluxo que passa
1-2 6—-1=5
1-3 8—1=7
2-4 4—-0=14
2-5 1—-0=1
3-4 5—1=4
3-5 3—0=3
4-6 8—-0=8
5-6 9—-5=4
2-3 2—2=0
5-4 4—-—4=0

Pode-se observar que nos arcos (2 — 3) e (5 — 4) ndo passa qualquer fluxo.
O esquema da passagem do fluxo pode ser visto a seguir:
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1.4 Fluxo maximo em redes com arcos nao direcionados

Um arco (i — j) é dito ser nio direcionado se o fluxo pode passar no sentido i = j ou
no sentido j = 1.

Matematicamente, se k é a capacidade do arco, temos:

fi <k

Jiin < k

fij X fji = 0 (pelo menos um dos dois é zero!)

Exemplo: Achar o fluxo maximo que pode ser levado do n6 1 ao né 6 na rede abaixo:

Os arcos (2 - 3),(2— 5) e (4 — 5) sao néo direcionados.

1.4.1 Adaptacao para uso da Técnica de Rotulacao

Cada arco néo direcionado é dividido em 2, com sentidos opostos e capacidade igual
ak.

Aplica-se normalmente a técnica da rotulacio na rede modificada.
No final do algoritimo teremos o fluxo que passa em cada arco. Vamos supor que
para o nao direcionado (2 — 3) tenhamos encontrado:
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2-3)=5

B-2)=12

Como o fluxo que passa no sentido 3 = 2 é maior isto significa que o fluxo fluira
neste sentido. E quanto de fluxo passara ? a diferenca, 12 — 5 = 7.

Aplica-se o mesmo raciocinio e calculo para todos os arcos néo direcionados.

Em redes com arcos nao direcionados, pode acontecer que a diferenca entre os
quadros inicial e final, ou seja no calculo do fluxo que passa no arco, dé um valor
negativo. Neste caso o fluxo que passa no arco € igual a zero.

1.5 O problema do caminho minimo

Um outro problema classico de redes é o de achar o menor caminho entre 2 nés da
rede.

Exemplo: Achar o menor caminho entre os nés 1 e 6 na rede abaixo:

O numero que aparece no arco da o comprimento dele.
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1.5.1 Formulaciao como um modelo classico de P.Linear

Variaveis de decisio:
x;; = arco (i — j) presente no caminho mais curto.
Se x;; = 0, ele ndo pertence ao caminho. Se igual a 1, pertence.

(MIN Z = 3x12 + Tx13 + 4x14 + 2%23 + T34 + 9726 + 636 + 3x35 + 3T45 + 356
s.a.

Ti2 + x13 + x4 =1 (N6 origem)

Tos + T36 + Tsg = 1  (n6 destino)
T12 = T2z + Tz (N6 2)

T13 + T2 = T34 + T35 + T3¢ (N6 3)
T1a + T34 = 45 (M6 4)
T35 + Tys = Ts6 (N6 5)
Tij = Oou 1

Como no problema do fluxo maximo, existem muitos algoritimos para resolver este
tipo de problema de uma forma mais rapida do que o Simplex.

Veremos o chamado Algoritimo de Dijkstra, que é também uma técnica de rotu-
lacgao.

1.6 Etapas do algoritimo de Dijkstra

1. Atribuir um rétulo igual a zero para o né origem. Os rétulos dos outros nés, sao
iguais a distancia do né origem ao né em questdo. Quando néo ha ligacao, o
rétulo é igual a co. Rotule o né origem como permanente (colocando um *).

2. Suponha que o né k foi o dltimo a receber rétulo permanente. Calcule para cada
nod, nao rotulado permanentemente, a soma do rétulo do né k mais a distancia
de k£ ao n6 em questdo. O novo rétulo do né em questao, sera o minimo entre o
seu rétulo anterior e a soma acima.

3. Selecione 0 né com o menor rétulo ndo permanente. Rotule-o como permanente
(colocando um *). Em caso de empate a escolha é arbritaria. Se o n6 que acabou
de ser rotulado é o n6 destino, o algoritimo chegou ao fim, em caso contrario
voltar a etapa 2.

Vamos aplicar o algoritimo para encontrar o caminho mais curto entre os nés 1 e 6
na rede acima.
Vamos trabalhar com um quadro com o seguinte aspecto:

Iteracao |1 | 2| 3[4 | 5| 6 | N6 Rotulado

o Bl N =S
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Comecamos (iteracdo 0) atribuindo um rétulo igual a 0 para o né origem (n6 1). O
rétulo do né 2 vai ser igual a distancia do n6 1 a ele, ou seja 3. Da mesma forma o
rétulo do né 3 sera 7 (distancia do né6 origem a ele). Idem para o né6 4 que tera rétulo
igual a 4. Os rétulos dos nés 5 e 6 sera igual a oo pois néo ha arco ligando a origem
(n6 1) a eles. Como todos os nés ja tem rétulo, escolhemos o que tem menor rétulo e
o rotulamos de forma permanente, ou seja imutavel. Nesta iteracdo o n6 rotulado
vai ser o n6 1 a quem atribuimos um rétulo igual a 0. A marcacdo de permanente é
feita colocando-se um “*” no rétulo.

Nosso quadro fica entao como:

Iteracao | 1 [2|3|4| 5 | 6 | N6 Rotulado
o* 3|7 1

N
8
8

SHES R B e K

Podemos comecar a iteracdo 1. O né 1 foi o dltimo (e tnico até agora) no rotulado
permanentemente. Para os outros nio rotulados de forma permanente temos que
calcular o novo rétulo. Este novo rétulo sera o minimo entre 2 valores. O primeiro é
a soma do rétulo do ultimo né rotulado de forma permanente com a distancia deste
né ao né em questdo. O 22 valor é o rétulo anterior do né em questio.

Como nesta iteracéo o ultimo né rotulado foi 0 né 1 que tem rétulo igual a 0, a soma
do réotulo do né 1 com a distancia do né 1 ao n6 em questdo dara sempre a propria
distancia do n6 1 a cada um dos nés da rede. Como o rétulo anterior ja era a propria
distancia ao né 1, teremos o minimo entre 2 quantidades iguais, ou seja a distancia
do né origem (1) a cada um dos nés.

Assim sendo a linha da iteracédo 1 é exatamente igual a linha da iteracao 0. Como
o menor valor nao rotulado de forma permanente é 3, o n6é 2 recebe rétulo perma-
nente e nosso quadro fica como:

Iteracao | 1 | 2 |3 |4| 5 | 6 | N6 Rotulado
0 0| 3|74 o0 | 1
1 03|74 oo | o 2
2
3
4
5

Vamos comecar a iteracdo 2 lembrando que o dltimo né rotulado de forma perma-
nente foi 0 n6 2 com roétulo igual a 3.

Vamos calcular o novo rétulo do né 3. Inicialmente devemos calcular a soma do
rétulo do n6 2 (= 3) mais a distancia do n6 2 ao n6 3 que é igual 2. Logo, 3 +2 = 5.
O novo rétulo do né 3 sera o minimo entre 5 e o rétulo anterior de 3 (=7). Assim o
novo réotulo de 3 sera igual a 5.
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Para o n6 4 temos a soma de 3 (rétulo do né 2) mais a distancia do né 2 ao né 4 que
é igual a oo pois nédo existe ligacédo entre eles. O novo rétulo do né6 4 sera o minimo
entre oo e o rétulo anterior de 4 (= 4). Logo o novo rétulo do né 4 é 4.

Para o n6 5 temos a soma de 3 (rétulo do né 2) mais a distancia do né 2 ao né 5 que
é igual a oo pois néo existe ligacédo entre eles. O novo rétulo do né 5 sera o minimo
entre oo e o rétulo anterior de 5 (= oo). Logo o novo rétulo do né 5 é oco.

Para o n6 6 temos a soma de 3 (rétulo do né 2) mais a distancia do né 2 ao né 6 que
éigual a 9, ou seja 3 + 9 = 12. O novo rétulo do né 6 sera o minimo entre 12 e o
réotulo anterior de 6 (= oo). Logo o novo rétulo do né 6 é 12.

O menor rétulo ndo permanente é 4 que corresponde ao né 4 que é entao rotulado
de forma permanente.

Nosso quadro fica como:

Iteracao [ 1 | 2 13| 4| 5 | 6 | N6 Rotulado
0| 3|7 4 ]|oco]| @ 1
0*|3*|7| 4 | oo | o 2
0* | 3*| 54| oo | 12 4

S I EC I e K

Comecamos a iteragao 3 recordando que o n6 4 foi o tltimo a receber rétulo perma-
nente e que seu rétulo é 4.

Assim sendo, para o né 3 calculamos a soma entre o rétulo do né 4 (= 4) mais a
distancia do n6 3 ao n6 4 que é igual a 1. Logo a soma da 4 + 1 = 5. O novo rétulo
do né 3 é o minimo entre o 5 e o rétulo anterior de 3 que também era 5. O rétulo
continua igual a 5.

Para o né 5 temos a soma do rétulo de 4 mais a distancia do né 4 ao n6 5 que é
igual a 3. Logo a soma da 4 + 3 = 7. O novo rétulo do né 5 sera o minimo entre o
resultado da soma (7) e o rétulo anterior do né 5 (oo). Logo o novo rétulo sera igual
af.

Finalmente para o né 6 temos a soma do rétulo do n6 4 mais a distancia do né 4 ao
né 6 dando 4 4+ oo = oco. O novo rétulo do né 6 é o minimo entre oo e o seu rétulo
anterior, ou seja 12.

Como o menor rétulo é igual a 5, 0 né 3 recebe rétulo permanente e o quadro tem o
seguinte aspecto:

Iteracao [ 1 | 2 | 3 | 4| 5 | 6 | N6 Rotulado
0 0| 3| 7114 |oo]| o 1
1 0*|3| 71 4 |oco ]| 2
2 0*|3*| 5 |4*| oo | 12 4
3 0* | 3* |5 |4*| 7 | 12 3
4
5
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Passamos para a iteracdo 4 guardando que o né 3 foi o ultimo a receber rétulo
permanente e seu rétulo é igual a 5.

Para o n6 5 calculamos a soma do rétulo do né 3 mais a distancia do né 3 ao né
5 dando 5 + 3 = 8. O novo rétulo do n6 5 é o minimo entre este 8 e o seu rétulo
anterior (= 7). Assim 7 é o novo rétulo do né 5.

Para o n6 6 calculamos a soma do rétulo do né 3 mais a distancia do né 3 ao né 6
dando 5 + 6 = 11. O novo rétulo do né 6 é o minimo entre este 11 e o seu rétulo
anterior (= 12). Assim 11 é o novo rétulo do no6 6.

Como o menor rétulo é 7, correspondente ao né 5, ele recebe o rétulo permanente e
o quadro fica como:

Iteracao [ 1 | 2 | 3 | 4| 5 | 6 | N6 Rotulado
0 0|1 3|74 ]|c0]| 1
1 013|714 |0 ]| 2
2 0*|3*| 5 |4 | oo | 12 4
3 O* | 3* |5 |4 7 |12 3
4 o* | 3* |5 |4 |7 |11 5
5

Para a iteracéo 5, o ultimo no rotulado de forma permanente foi o 5 e seu rétulo é
7.

Para o n6 6, calculamos a soma do rétulo do né 5 (= 7) mais a distancia do n6 5 ao
né 6, dando 7 + 3 = 10. O novo rétulo do né 6 é o minimo entre este 10 e o seu
rétulo anterior (= 11). Seu novo rétulo é igual a 10. Como ele é o tinico ainda néo
rotulado ele recebe o rétulo permanente e nosso quadro final como:

Iteracao | 1 | 2 |13 | 4| 5 6 | N6 Rotulado
0 0*| 31714 || 1
1 0* 13| 7| 4 |oo| o 2
2 0*|3*| 5 |4*|oco| 12 4
3 0* | 3*|5*|4*| 7 | 12 3
4 0* | 3*|5* |4 | 7| 11 5
5 O* | 3* | 5" |4*| 7 | 10* 6

Como o no destino (6) foi rotulado, chegamos ao final do algoritimo.

Qual o comprimento do menor caminho entre os nés 1 e 6 da rede ? E exatamente
o réotulo do né destino, ou seja 10.

Neste momento, surge imediatamente a pergunta: Qual o caminho que tem com-
primento 10 ?

Esta pergunta pode ser respondida através da seguinte propriedade: O né ¢ pre-
cede o no j se a diferenca entre os rotulos permanentes dos nés j e ¢ for
igual a distancia i - j.

Comecando do né destino e voltando podemos, aplicando aquela propriedade, achar
o caminho de comprimento igual a 10.

Temos entéo:
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N6 6
Arco | Diferenca | Distancia
5-6|10—-7=3 3 <«
3-6|110—-5=5 6
2-6[10—-3=7 9

(5 - 6) é um arco do caminho.

N6 5
Arco | Diferenca | Distancia
3—-5|7—-5=2 3
4-5|7—4=3 3 «

(4 — 5) é um arco do caminho.

N6 4
Arco | Diferenca | Distancia
3—-4|14—-—5=-1 1
1-4] 4—-0=14 4 <

(1 - 4) é um arco do caminho.

O caminho com comprimento igual a 10 (menor caminho da rede) é:

(1-4),(4-5),(5- 6).

Vamos ver um novo exemplo para ilustrar o caso onde existe mais de 1 caminho

minimo na rede.

Seja o seguinte exemplo: Achar o menor caminho entre o n6 1 e o n6 6 na rede

abaixo:
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Aplicando o algoritimo visto anteriormente, o nosso quadro final fica como:

Iteracao | 1 | 2 |1 3| 4| 5 6 | N6 Rotulado

0 0| 8| 1|4 || 1
1 0*| 8 |1*] 4 |0 | o© 3
2 o*| 8 |1*|4*| 9 | 13 4
3 o*| 8 |1*| 4| 7 | 13 5
4 o* |8 |1*|4*| 7| 10 2
5 o* | 8 | 1*|4* | 7 | 10* 6

Para encontrar o menor caminho vamos comecar do né final e voltar:
No 6

Arco | Diferenca | Distancia
2-6[110—-8=2 6
3-6]110—-1=9 12
5-6|10—-7=3 3 <

(5 — 6) é um arco do caminho.

N¢ 5
Arco | Diferenca | Distancia
3-5|17—-1=6 8
4-5 7T—4=3 3 <«

(4 — 5) é um arco do caminho.

No 4

Arco | Diferenca | Distancia
3—4| 4—1=3 | 3«12 opcéo
1-4| 4—0=4 | 4 < 22 opcao

(83— 4) e (1 - 4)sao arcos do caminho.

Temos 2 opcdes o que implica em termos, no minimo, 2 caminhos 6timos. Temos
que prosseguir, em cada opcao, até encontrar a né origem.

Pode ser visto acima que a 22 opcéo ja atingiu o né origem. Temos que continuar
pela outra opcéo.

N6 3
Arco | Diferenca | Distancia
1-3] 1-0=1 1 <«
2-311—-8=-7 4

(1 - 3) é um arco do caminho e chegamos ao né origem.

Temos 2 caminhos com comprimento 10:
(1-3)(38-4),4-5),(5-6) e
(1- 4),(4- 5),(5- 6).

Uma observacédo importante no algoritimo é que ele para quando o né destino
for rotulado permanentemente mesmo que algum outro né nao tenha recebido
rétulo permanente.
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1.7 Arvore de Tamanho Minimo

Arvore
E um grafo constituido de p nés, estando todos interligados por p — 1 arcos.

Exemplo:
(1 :
O © © 3

Como podemos ver, dados por exemplo 4 nés, podemos construir varias arvores,
cada uma delas com arcos diferentes.

O objetivo é encontrar aquela cujo comprimento total seja o menor possivel.
Podemos, por exemplo, querer encontrar a arvore de tamanho minimo da rede a
seguir:

Como a rede possui 10 nés, qualquer arvore extraida dela tem que ter 9 arcos.
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1.7.1 Etapas do algoritimo para encontrar a arvore do tama-
nho minimo

1. Selecione qualquer né e identifique o n6 mais perto dele. Faca a ligacao entre
os 2 (no caso de empate, a escolha é arbritaria).

2. Identifique o0 n6 néao ligado que esteja mais perto de um dos ligados. (Em caso
de empate a escolha é arbritaria). Faca a ligacao entre os 2.

3. Repita a etapa 2 até todos os nés estarem ligados.

Aplicando o algoritimo e escolhendo o n6 1 para comecar (poderia-se escolher qual-
quer outro né da rede). Identificamos o n6 ndo “ligado” mais perto dele. No caso é o
noé 2 com distancia igual a 7. Ligamos os 2 nés que passam assim a ser considerados
como “ligados”. Usamos um * para marcar né6 ligado.

Temos 2 nés ligados (1 e 2). Identificamos o né nao ligado que esteja mais perto
dos 2 ligados. E 0 né 5 com distancia igual a 5 para o né 2. Ligamos o n6é 5. Temos
entdo:
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Identificamos agora o né nio ligado mais perto de um dos 3 ligados. E 0 né 6 com
distancia igual a 5 para o né 5. Ligamos ele.

Neste instante, o n6 ndo ligado mais perto de um ligado é o n6é 7 com distancia de 4
para o n6 6.
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Temos agora um empate: os nés 3 e 9 estdo a mesma distancia (= 6) de né ligado.
A escolha é arbritaria. Vamos escolher o n6 3 para ficar ligado. Temos entao:

Agora o mais perto de um ligado é 0 n6 9 que esta a distancia de 6 do n6 5. Ligando
ono 9, temos:
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Neste ponto temos novamente um empate. Os nés 4 e 10 estdo a mesma distancia
(= 7) de nos ligados. Escolhemos, arbritariamente, o né 4 para ligar:

O néao ligado mais perto de um ligado neste instante é o n6 10. Tornando ele ligado,
temos:
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Finalmente o ultimo néo ligado é o n6 8 que esta mais perto do né 10 com distancia
igual a 6. Temos entao:

A arvore de tamanho minimo, com seus 9 arcos, foi encontrada:
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Seu comprimento é igual a:

Z*=T+54+74+64+54+6+4+74+6=053
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1.8 Exercicios

Para ajudar na resolucéo dos exercicios a seguir, podera ser usada a aplicacdo PO
que pode ser encontrada na pagina www.mpsantos.com.br

Ela pode ser executada em qualquer tipo de equipamento bastando ter acesso a
internet.

Principalmente nos exercicios de fluxo maximo e caminho minimo, a saida do pro-
grama permite a comparacao com o que foi feito manualmente na aplicacao dos
algoritimos.

1) Qual o fluxo maximo que pode ser levado do n6 1 ao né 7 na rede abaixo:
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3) Um certo produto deve ser enviado de 3 depésitos para 4 lojas. As disponibilida-
des dos depdésitos sdo 20, 20 e 100 unidades respectivamente. As necessidades
das lojas sao 20, 20, 60 e 20 unidades respectivamente. A tabela abaixo da as
capacidades das rotas entre os depésitos e as lojas:

Lojas
(Depositos) | 1 | 2 | 3 | 4
1 30110| O |40
2 0] 0]10]50
3 2011040 ] 5

Uma capacidade igual a zero indica que néo existe rota entre o depésito e a loja.
O problema é determinar se é possivel atender a todas as necessidades das lojas
com o disponivel nos depdésitos.

a) Mostre que o problema acima é equivalente a achar o fluxo maximo de uma
fonte para um destino.

b) Qual a resposta para o problema ?

4) Qual o menor caminho entre os nés 1 e 7 na rede abaixo:
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5) Qual o menor caminho entre os nés 1 e 11 na rede abaixo:

6) Ache a arvore de tamanho minimo para a rede do problema 4.
7) Ache a arvore de tamanho minimo para a rede do problema 5.

8) Uma empresa madeireira tem que ligar entre si 8 bosques em uma determinada
regido. Tem que ser construidas estradas de modo que os 8 bosques fiquem
interligados. A distancia, em kms, entre cada par de bosques esta mostrado na
tabela abaixo:

1] 23 [45]6]7]S8
1| - [13[21[09[0,7[18[20]15
213 - (091812262311
3[21[09[ — [26]L725][19][L0
4[09[18[26] — [0,7]16[15[0,9
5[0,7[12[1,7][07] - [09[L,1[0,8
61826251609 - [0,6[1,0
7120231915 1,1[06] - |05
8[15|1,1|10]09[08[10[05]| -

O problema é determinar entre que pares de bosques deve-se construir estradas
conectando todos os bosques e fazendo-se o minimo de kms de estrada. Encontre
a resposta



30 Redes

9) A figura abaixo mostra a rede de encanamento existente entre um determinado
manancial de captacdo de agua e um depésito onde a agua é armazenada para
ser tratada. O numero em cima de cada trecho de encanamento da a vazao ma-
xima, em litros por segundo, que pode passar no trecho.

Qual a quantidade maxima, em litros por segundo, de agua que pode ser trans-
portada entre o manancial e a estacdo de tratamento ? Que vazido de agua
passara em cada trecho da rede ?

— 2 5

= / \\ 9
J— 1
—_—

— -1 3 ——16 8
\_—_: 7 / 4 l
4 2 7 i\l

10) Usando a técnica da rotulacio determine o fluxo maximo que pode ser levado do
né 1 ao n6 11 na rede abaixo:

/ 7\
15
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11) Usando o algoritimo de Dijkstra, encontre o menor caminho entre os nés 2 e 11
na rede a seguir:

12) Encontre o menor caminho entre os nés 2 e 12 na rede a seguir:

200 @ 800 KSL 600

6000
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13) A rede abaixo é a representacdo de um conjunto de 11 prédios residenciais cons-
truidos em uma area afastada da cidade. As linhas ligando os prédios sdo os
canos que foram instalados para a passagem de toda a fiacéo elétrica, telefo-
nica, etc..., sendo também mostrado o comprimento destes encanamentos, em
metros. O esquema de seguranca a ser colocado pelo condominio implica na co-
locacédo de telefones interligando as portarias de todos os prédios. Como deve ser
instalada a fiacdo destes telefones de seguranca de maneira que a quantidade
de fio gasto seja a minima possivel ? Quantos metros de fio serdo gastos ?

B

120

210

170

80

G

135

40
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1.8.1 Respostas dos exercicios
1) Z*=9

2) Z* =19

3) Z* =110
1-1=5
1-2)=10
1-4)=5
2-3)=10
2-4)=10
B-1)=15
3- 2)=10
83— 3)=40
3-4)=5

4) Z* =16
5) Z* =17
6) Z* =18
7) Z* = 26
8) Z* =5,2

9) Z* = 18 litros/seg

10) Zz* =12
11) Zz* =7
12) Z* = 1070

13) Z* = 603
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Capitulo 2

PERT/CPM

No final da década de 50, um dos maiores projetos realizados foi o chamado pro-
jeto POLARIS. Este projeto, realizado pelos E.Unidos, consistia na fabricacdo do
1° submarino com capacidade de lancar misseis estando submerso. Este projeto
envolvia a participacido de 250 grandes empresas e 9.000 empresas sub-contratadas
diferentes. Além de milhares de pecas comuns ja usadas em outros projetos, nada
menos que 70.000 novos tipos de pecas diferentes tinham que ser fabricadas.
Embora os problemas técnicos fossem dificeis, o maior de todos era controlar todo
o projeto, dado o gigantesco numero de atividades a serem realizadas, principal-
mente porque havia grande pressao de se fazer o projeto no menor tempo possivel.
Com a finalidade de controlar o projeto que, como vimos era o maior problema a
ser enfrentado, foi desenvolvido por uma equipe mista da Lockheed, Booz Allen e
Marinha dos E.Unidos um sistema para controle de projetos que recebeu o nome
de PERT (Program Evaluation and Review Technique). Poderiamos traduzir por
Técnica de Avaliacdo e Controle de Projetos. O projeto Polaris teve sua duracéo
reduzida dos 5 anos previstos para apenas 3. Grande parte desta reducéao foi atri-
buida ao uso do PERT.

E importante realcar os pontos basicos que serviram de base ao desenvolvimento
do PERT:

a) Projeto pioneiro com muitas atividades de duracédo real desconhecida.
b) Controlar a duracéo do Projeto era o objetivo principal.

Na mesma época (1957) a Dupont apresentou um sistema de controle de Projetos,
similar ao PERT, mas tendo como enfoque principal o controle dos custos de um
projeto. O nome dado a este sistema era CPM (Critical Path Method) ou Método
do Caminho Critico em portugués.

O sucesso do PERT no projeto Polaris e do CPM na Dupont, provocaram a partir
de 1960, uma “corrida” ao uso destas ferramentas que passaram a ser conhecidas
pela sigla PERT/CPM. Com o passar dos anos o nome CPM deixou de ser usado e o
uso deste tipo de técnica passou a ser conhecida como Rede PERT.

Pode-se dizer, sem medo de errar, que este tipo de ferramenta é usada pela maioria
das empresas de médio e grande porte.
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2.1 Construcao da Rede

Da-se o nome de Rede PERT a representacéao grafica de um projeto.

Através desta representacao grafica é possivel visualizar a sequéncia légica do pro-
jeto, com as interdependéncias das atividades que compdem o projeto.
Posteriormente sédo colocadas na Rede, as duracées (custos) das atividades, permi-
tindo com isto uma analise da duracéo (custos) do projeto.

Na terminologia usada no PERT, um projeto é constituido de atividades e eventos.
ATIVIDADE: E a execucéo efetiva de uma operacéo.

S&do consumidos tempo e recursos. Ex: Assistir aula de P.Operacional, fazer uma
laje de concreto, etc...

EVENTO: E um marco que caracteriza um determinado instante em um projeto.
Nao sdo consumidos tempo ou recursos. Ex: Inicio da aula de P.Operacional, fim
da aula de P.Operacional, inicio de fazer a laje de concreto, etc...

Para se construir a rede PERT de um determinado projeto precisamos conhecer:
a) As atividades, ou seja, a lista de tarefas que compoem o projeto.

b) A ordem das atividades, isto é, quais as atividades antecedentes e quais as sub-
sequentes a cada atividade.

¢) A duracéo prevista para cada atividade.

OBS: No caso do CPM, precisamos conhecer também o custo de cada atividade.

2.1.1 Representacao grafica da Rede

1. Método Americano (original)

vento \ Identificacio da Atividade v.ento
Inicial Duracio da Atividade Final
1 Assistir aula de PO 2
1 hora

As setas representam as atividades e os nés representam os eventos.
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2. Método Francés

2 1

Assistir aula Intervalo
de PO

As setas representam a ordem de ligacdo das atividades e os blocos as atividades.

OBS: O método francés é mais facil mas durante muitos anos, por tradicdo, o mé-
todo americano foi usado embora seja muito mais complicado desenhar uma rede
por ele do que pelo método francés.

Nos ultimos anos no entanto, com o aparecimento de programas de computador
que fazem o desenho da rede, o método francés passou a dominar o cendrio, ja que
é o usado pelos pacotes de computador.

Exemplo

Vamos imaginar que a area financeira de uma pequena empresa, que produz e
vende determinado produto, precisa fazer a previsdo orcamentaria para o préximo
exercicio fiscal.

Como a confeccdo deste orcamento envolve areas diferentes da empresa, foi deci-
dido usar o PERT para controle e acompanhamento do projeto. As atividades do
projeto bem como a interdependéncia entre elas além da suas duracoes, esta mos-
trado na tabela a seguir:

Duracao | Antecessoras
Identificacao Atividade em dias Imediatas
a Previsao das unidades 14 —
a serem vendidas
b Determinar o preco de 3 a
venda do produto
c Levantar material necessa- 7 a
rio na producédo
d Levantar custos 4 ¢
de producao
e Fazer o 10 b,d
Orcamento

Para deixar claro o conceito, vemos que a atividade b tem como antecessora imedi-
ata a atividade a, ou seja ela s6 pode ser iniciada depois que a atividade a termine.
Da mesma forma, a atividade e s6 pode comecar apds a conclusdo das atividades b
ed.
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No método americano o desenho da rede fica como:

No método francés teriamos:

10
Inicio a 14 > ¢ Fim

Devemos reparar que, em ambos os casos, a interdependéncia das atividades fica
clara e perfeitamente visivel.

2.1.2 Representacao das Atividades

Normalmente, no método americano, as atividades sédo representadas por:
(no6 inicial — n6 final)
Assim no nosso projeto, teriamos:

a=(1- 2)
b=(2- 4)
c=(2-3)
d= @3- 4)
e=(4-5)

A vantagem deste tipo de representacéo é que nao é necessario se olhar o desenho
da rede para se conhecer a interdependéncia das atividades. Assim, por exemplo,
as atividades que tenha né inicial igual a 2 s6 podem ser iniciadas depois que todas
que tenham no final igual a 2 tenham terminado.
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2.1.3 Complicacao na Construcao da Rede

Vamos supor que antes de se estabelecer o preco de venda do produto, seja feito um
estudo do preco dos concorrentes. O quadro de atividades passaria a ser:

Duracao | Antecessoras
Identificacao Atividade em dias Imediatas
a Previsao das unidades 14 —
a serem vendidas
a Estudar preco 3 —
dos concorrentes
b Determinar o preco de 3 a,a
venda do produto
c Levantar material necessa- 7 a
rio na producéo
d Levantar custos 4 c
de producao
e Fazer o 10 b, d
Orcamento

Como a atividade b depende das atividades a e a’, temos dificuldade para construir
a rede no método americano. Poderiamos pensar em 2 opc¢ées:

Opcao 1 Opcao 2

Na opgédo 1, ¢ ndo depende de &’ e na opcéo 2, temos 1 atividade aparecendo mais
de 1 vez o que, em redes grandes, causaria enorme confusio.

A solucéo é criar uma atividade, ndo existente, que recebe o nome Atividade Fan-
tasma. Sua duracio e custo sdo sempre iguais a zero.
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A atividade b depende das atividades f e a’. Mas como f depende de a, a interde-
pendéncia fica correta.
A atividade fantasma é sempre representada por uma linha tracejada.

Uma das vantagens do método francés é o fato dele nunca precisar de atividades
fantasma, como podemos ver a seguir:

3 3
e a’ b

Inicio e 10 Fim

14 7 4

Temos agora a seguinte questdo: Como reconhecer que o desenho da rede necessita
de atividades fantasma ?

Ha necessidade de atividades fantasma quando o projeto contém grupos de 2 ou
mais atividades que tem algumas, mas néo todas, antecessoras imediatas comuns.
No nosso exemplo, b e ¢ tem uma antecessora comum (a), mas néo todas.

Exercicio: Construir a rede PERT para o projeto abaixo:
Atividade Antecessoras Imediatas

o .0 T
|
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Método americano

Método francés

a
d
;. )
Inicio b ] Fim
|
e
c

Exercicio: Construir a rede PERT para o projeto abaixo:
Atividade Antecessoras Imediatas

mo 0 T
R
o
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Método americano

Método francés

Inicio

Fim

2.2 Determinacao do Caminho Critico

Uma vez reduzido o projeto a uma rede de atividades e eventos e estimadas as
duracoes das atividades, estamos em condigoes de determinar o tempo minimo ne-

cessario para a execucgdo do projeto.

Para isto é preciso achar o caminho mais longo da rede. Este caminho é conhecido
como Caminho Critico e o seu comprimento determina a duracéo do projeto. Para
achar o caminho critico precisamos definir algumas variaveis que serdo necessarias

a sua determinacéo:
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Data de Inicio do projeto: E a data em que o projeto inicia. Como teremos que
fazer contas com datas, o que é trabalhoso e enfadonho, vamos trabalhar com datas
absolutas. Desta forma, daqui para a frente, esta data sera sempre igual a 0.
Data mais cedo de inicio de uma atividade: E a data mais cedo possivel em
que uma atividade pode comecar. Em inglés é usada a sigla E.S, que é a abreviacao
de Early Start.

Data mais cedo de fim de uma atividade: E a data mais cedo em que uma
atividade pode acabar. Em inglés é usada a sigla E.F, que é a abreviacao de Early
Finish.

Vamos voltar ao nosso exemplo:

7

Queremos encontrar a data minima para o projeto estar pronto. Para isto é neces-
sario achar o maior caminho da rede.
Vamos usar o chamado quadro PERT para determinar este caminho.

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga
Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14

I
S| O O Lo x| B~
Bl Wl olw

O W =N DN+~
I

Para as atividades sem antecessoras, (1 — 2) e 1 — 4), a data mais cedo de inicio é
a propria data de inicio do projeto (0).

A data mais cedo de fim da atividade (1 — 2) é igual a data do seu inicio (0) mais a
sua duracio, ou seja 14.

Da mesma forma, a atividade (1 — 4) tem data mais cedo de inicio igual a 0 e data
mais cedo de fim igual a 3, como podemos ver no quadro:
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Data mais cedo | Data mais tarde | Folga
Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14
1-4 3 0 3
2-14 0
2-3 7
4-5 3
3-5 4
5-6 10

A atividade (2 — 4) s6 pode comecar quando a atividade (1 — 2) acabar. Logo sua
data mais cedo de inicio é 14. A sua data mais cedo de fim é a soma da data mais
cedo de inicio mais a sua duracéo, ou seja 14. Esta é uma atividade fantasma com
duracao igual a 0.

De maneira analoga, a atividade (2 — 3) também s6 pode comecar quando terminar
(1 - 2). Sua data mais cedo de inicio é 14 e a de fim é igual a 14 + 7 = 21.

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga

Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14
1-4 3 0 3
2-4 0 14 14
2-3 7 14 21
4-5 3
3-5 4

5-6 10

A atividade (4 — 5) tem como antecessoras imediatas as atividades (1 — 4) e (2 —4),
ou seja ela s6 pode comecar quando estas 2 atividades tiverem acabado. A data
mais cedo que a atividade (1 — 4) pode acabar é 3 mas o mais cedo que a atividade
(2 — 4) pode acabar é 14. Assim sendo, o0 mais cedo que podemos comecar (4 — 5) é
14. Como sua duracio é de 3 dias, a sua data mais cedo de fim é 14 + 3 = 17.

A atividade (3 — 5) s6 pode comecar apos o fim da atividade (2 — 3). Sua data mais
cedo de inicio sera a data mais cedo de fim de (2 — 3), ou seja 21. Sua data mais
cedo de fim sera esta data mais a sua duracao (4), ou seja 25.

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga

Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total

1-2 14 0 14
1-4 3 0 3
2-4 0 14 14
2-3 7 14 21
4-5 3 14 17
3-5 4 21 25
5-6 10




2.2 Determinagdo do Caminho Critico 45

Finalmente a atividade (5 — 6) s6 pode iniciar apds o término das atividades (4 — 5)
e (3 — 5). Como as datas mais cedo destas atividades sdo 17 e 25, respectivamente,
a atividade (5 — 6) s6 pode comecar em 25. Sua data mais cedo de fim sera igual a
25 mais a sua duracéo, ou seja 35, como vemos a seguir.

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga

Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14
1-4 3 0 3
2-4 0 14 14
2-3 7 14 21
4-5 3 14 17
3-5 4 21 25
5-6 10 25 35

A menor duracéo para o projeto é a maior das datas mais cedo. Logo, a duracéo do
projeto sera de 35 dias.

Para preencher as demais colunas do quadro, vamos ver novas defini¢oes:

Data mais tarde de inicio de uma atividade: E a data mais tarde em que uma
atividade pode comecar sem comprometer a duracéo do projeto. Em inglés é usada
a sigla L.S, que é a abreviacao de Latest Start.

Data mais tarde de fim de uma atividade: E a data mais tarde em que uma
atividade pode acabar sem comprometer a duracao do projeto. Em inglés é usada a
sigla L.F, que é a abreviacdo de Latest Finish.

Comecamos agora das atividades terminais, ou seja sem sucessoras para tras. A
Unica atividade terminal neste projeto é (5 — 6), logo a data mais cedo de fim dela
é a propria duracio do projeto, 35.

A sua data mais tarde de inicio é a diferenca entre a data mais tarde de fim e a sua
duracéo. ou seja 35 — 10 = 25.

As atividades (3 — 5) e (4 — 5) tem como sucessora (5 — 6). Como a data mais
tarde que (5 — 6) pode comecar é 25, esta sera a data mais tarde que aquelas 2
atividades poderao acabar. A data mais tarde de inicio sera a diferenca entre 25 e
as respectivas duracoes.

O quadro, neste instante, estara como:

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga
Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14
1-4 3 0 3
2-4 0 14 14
2-3 7 14 21
4-5 3 14 17 22 25
3-5 4 21 25 21 25
5-6 10 25 35 25 35
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A Atividade (2 — 3) tem como sucessora a atividade (3 — 5) cuja data mais tarde
de inicio é 21. Logo esta sera a data mais tarde de fim da atividade (2 — 3). A mais
tarde de inicio sera 21— sua duracao = 14.

As atividades (2 — 4) e (1 — 4) tem como sucessora a atividade (4 — 5) que tem
data mais tarde de inicio igual a 22. Logo esta sera a data mais tarde de fim das
2 atividades. Para obter a data mais tarde basta subtrair de 22 as respectivas
duracoes. Temos entéo:

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga
Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14
1-4 3 0 3 19 22
2-14 0 14 14 22 22
2-3 7 14 21 14 21
4-5 3 14 17 22 25
3-5 4 21 25 21 25
5-6 10 25 35 25 35

Finalmente a atividade (1 — 2) tem como sucessoras as atividades (2 — 3) e (2 — 4).
A data mais tarde de inicio de (2 — 3) é 14 e a da (2 — 4) é igual a 22. Assim sendo
a data mais tarde que (1 — 2) pode acabar é 14 para que (2 — 3) possa ser iniciada.
Como antes a data mais tarde de inicio é obtida subtraindo a sua duracéo desta
data, ou seja 14 — 14 = 0.

Temos entao:

Data mais cedo | Data mais tarde | Folga

Atividade | Duracao | Inicio Fim Inicio Fim Total
1-2 14 0 14 0 14
1-4 3 0 3 19 22
2-14 0 14 14 22 22
2-3 7 14 21 14 21
4-5 3 14 17 22 25
3-5 4 21 25 21 25
5-6 10 25 35 25 35

Para preencher a dltima coluna (Folga Total) vamos esclarecer que Folga Total é
quanto uma atividade pode ser atrasada sem atrasar a data de fim do projeto.

Seu calculo pode ser feito usando-se:

Folga Total = Data mais tarde de fim — Data mais cedo de fim

ou

Data mais tarde de inicio — Data mais cedo de inicio.

Em inglés 